Ensembles et applications — Exercices — Devoirs

Exercice 1
Ecrire les ensembles suivants en extension lorsqu’ils sont donnés sous forme
1mphc1te I'ensemble) :
1. E) = ensemble des voyelles.

.
Exercice 4
Ecrire les ensembles suivants en compréhension (iLe. donner un eritére d’appartenance a
X={3nncZ Y={[n*ncZ Z={1,2}

Ecrire les ensembles suivants en extension (i.e. donner la liste des éléments) :

2. By={rcR:x2=4»} :

: X={neZIkecZn=k} Y={zeR2'-32+2=0} Z={zcR ek z=cosb}
3. B3={reN:z?=4}
4. By={(z,y)fze{l,2,...6}, yc {1,2,.. .6} etz +y =10}

Exercice 5

1. Socient E un ensemble et soient A et B deux parties de E.

t

5. E;=1{{1,23,4,5}}
Simplifiez les expressions suivantes :

. ANE, AUE, A\E, E\A,
Exercice 2

i | AND,  AuW,  A\D,

On note E ={0,1,2,3,4,5,6,7,8 9}. On considére les deux sous ensembles de E
suivants : ANA, AU A, A\A.
A=10,2,3,58} et B ={2,3,4,5,6,9}.

i 2. On suppose dans cette question que A C B. Simplfier les expressions suivantes.
Déterminer les ensembles AN B, AUB, A, B, A\B, B\A.

AnB, AuB, A\L.
3. On ne suppose plus que A C B. Simplfier les expressions suivantes.

] AN(Au B), AU(AN B), ANn(AU B).
Exercice 3 ( ) ( ) ( )

Donner les ensembles suivant sous une forme plus simple.
1. A=[0,1]n[1/2,4].
2. B =|—1,1juj0, 3]

Exercice 6

Montrer les équivalences:

W [ﬂ l[ﬁ[] —|—:x:-[ LLECF = E=ENF; 22 FECF == F=FEUF.
4. D= [ﬁ ﬁn[ﬁN A quelle condition a-t-on FUF=FEnNF 7
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Exercice 7
S5i A, B et ' sont des ensembles, montrer que :
1. AuUA=ANnA=A4;

2. Aul=Aet ANnB=10;
3. AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
4 AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

an

. (AUBCAUC et ANBC ANC)& BCC.

Exercice 8

Ecrire les éléments de P(E) dans les cas ot E = {a}, {a,b} et {a, b, c}.

Exercice 9
Pour 4 et B deux ensembles, montrer que :
1. AC B=P(A) C P(B).
2. AnNB=AJB=A=01.

Exercice 10

Soit un ensemble E et deux parties 4 et B de E. On appelle différence
d’ensemble entre A4 et B et on note A"\ B la partie de E qui contient tous les éléments de
A qui n'appartiennent pas & B (on ne suppose pas foreément que A contient B). Montrer

que :
1. E\(ANB)=(E\ A)U(E\ B);
2. E\(AUB) = (E\ A)n(E\ B).
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On note AAB et on appelle différence symmétrique de A et B I'ensemble (A% B)U(B A).
(a) Faire une figure représentant A, B et AAB.
(b) Cette opération est-elle commutative 7
(¢) Montrer que AAB = (AU B)\ (AN B).
(d) Que valent AAD? AAA? AABsi AC B?
(e) Simplifier (AAB)U (AA(E\ B)).

Exercice 11

Montrer I'implication :

(AI_IBCAI_;E’_.' et AHBCAHL’.') = B CC.

Exercice 12

1. Comparer

(a) P(ENF) et P(E)NP(F) ;
(b) P(EU F) et P(E) UP(F) ;
() P(E x F) et P(E) x P(F).

2. Comparer P(E U F) et P(E) x P(F), en particulier quand E et F sont disjoints.

Exercice 13

Soit A une partie de E, on appelle fonetion caractéristique de A 'application f de £
dans l'ensemble 4 deux éléments {0, 1}, telle que :

{

0
1

siz g A
sixe A

1 4(x)
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1. Soit A et B deux parties de E. Exprimer les fonctions caractéristiques de EN\ A, AN B, AURB
en fonction de celles de 4 et B.

2. Démontrer les relations suivantes :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Exercice 14
1) Montrer que A C B < P(A) C P(B).

2) A quelle condition a-t-on respectivement

PEY=0T PE)={a}? P{E)={abdl? PEI=PF)?

Exercice 15

1) Comparer

(i) PIENF)et P(EYNP(F): (i) P(EUF)et P(EYUP(F); (ui) P(ExF)et P(E)xP(F).
2) Comparer P(E U F) et P(E) x P(F), en particulier quand E et F' sont disjoints.

Exercice 16

Soit des ensembles A, E, F' avec A C E et une application f : £ — F. Montrer que
A C f7Yf(A)) et donner un contre-exemple & l'inclusion f~!(f(A)) C A

Exercice 17

Soit f: A — Betg: B — (' deux applications entre ensembles. Montrer que go f
injectif n'implique pas g injectif. De méme, montrer que g o f surjectif n'implique pas f surjectif.

Exercice 18
Soit f:E=Fet BCF.

(1) Montrer que B = f ( F ‘I{B]) si et seulement si B < Im f. Une des deux inclusions est toujours
vraie. Laquelle?

(ii) De maniére générale, montrer que B M Im f = _f(f"(B}).
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Exercice 19

Soient E et F' deux ensembles, f: F — F. Démontrer que :
1. VA,Be P(E), (AcCB)=(f(A)C f(B)),

2. YA,Be P(E), f(ANB)C f(A)n f(B),

3. VA,B€ P(E), f(AUB)= f(A)U f(B),
f(AUB) = fY(A) U f7(B),

fHUFNA)=E\f'(4).

4. ¥4, B e 'P'I:F].
. YA € 'P{F)

Exercice 20

Soit {A;)ies une famille de parties d'un ensemble E indexée par un ensemble [

et (Bi)ics une famille de parties d'un ensemble F indexée par le méme ensemble I. Soit f une
application de E vers F.

Comparer du point de vue de 'inclusion les parties suivantes :

1.

F(Uicp Ai) et U, f(A:) (commencer par f(AU B) si on n'a pas les idées claires).

- FlMier Ai) et Ny FA:).

- J(E\ Ai) et F'\ f(A).
iy Bi) et Migy £71(Bs).
N Uies Bi) et Uiy £71(Bs).
. f-YF\ B)) et E\ f-'(Bi).

Exercice 21

L. Montrer qu’il existe une injection de E dans P(E).

2. En considérant la partie A = {zr € E/ = ¢ f(x)}, montrer qu’il n’existe pas de bijection f de
E sur P(E).
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Exercice 22

Soient des ensembles E et F et soit f: E — F une application,
(i) Montrer que pour tout A C E, A< f~'(f(A)).

(ii) Traduire mathématiquement “ f est injective”.

(iii) Montrer que f est injective si et senlement si pour tout A C E, A= f~'(f(A)).

Exercice 23
Solent E, F, G trois ensembles, f: E —+ F. g: F — G deux applications.
a. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

b. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

Exercice 24

Soient K, F, (5 trois ensembles, g : E — F. h

E = F, f: F — G trois
applications. Démontrer que :

}=>ng1

fog=foh

[ injective

Exercice 25

Soit f: F — F une application. Que signifient les propositions suivantes ?

a. Vere E, dye F, y= f(x)
b. Vye F, dz € E, y= f(x)
c. ye F, Yz e E, y= f(z)

Exercice 26

Soient E. F et G trois ensembles, f: E — F, g: E — G deux applications
On considére la fonction h suivante.

h | F —
T

FxG
(f(x), g(x))
a. Montrer que si f ou g est injective, alors b est injective.

b. On suppose [ et g surjectives. La fonction h est-elle surjective?

Exercice 27
Soit E un ensemble, 4 € P(E). On note :

wa : P(E)

X

— P(E)
— ANX

14 PI(E)

X

—+ P(E)
= AUuX

et

a. Sous quelle condition 4 est-elle surjective 7 Injective 7
b. Méme question pour 4ry.

Exercice 28

L’image réciprogque d'un ensemble B par une application f : EF — F, notée
f~YB), est I'ensemble des antécédents par f des éléments de B

J7H(B)={z€E| f(z) € B}

Montrer que : ¥(B,, By) € (P(E))?, f~YB,UB,) = f~YB,)U f~Y(B,)

b. Montrer que : ¥(B,, By) € (P(E))?, f~Y B nB,) = f~YB,)n fYB,)
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Exercice 29
Soient E A et B deux sous-ensembles non vides d’un ensemble E. Considérons
f: P(E) — P(A)xP(B)
X = (AnX, BNnX)

1. Montrer que : f est injective & AU B = E.

2. Montrer que : f est surjective < AN B = (.
3. Supposons que AU B = E et AN B = (). Déterminer 1’application réciproque de f.

Exercice 30

Dans une classe de 30 éléves, tous font au moins une des deux langues : allemand ou
espagnol. 18 font allemand et 19 font espagnol. Combien font les deux langues?

Exercice 31

Dans cet établissement, le quart des éléves ne fait pas d’allemand, le tiers ne fait pas d’an-
glais, 300 pratiquent les deux langues, et un douziéme des éléves ne pratique aucune de ces deux langues.

Combien d’éléves n’étudient que 1’allemand ?
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