Ensembles et applications — Fiche de cours

1. Les ensembles
a. Définition
Un ensemble est une collection d’objets 2 a 2 indépendants appelés
éléments

On peut définir un ensemble :

- en compréhension (hypotheses ou propriétés que doivent posséder
les éléments de 1’ensemble)

- en extension (résultat ou liste des éléments composant I'ensemble)

b. Propriétés
- relation d’appartenance d’un élément a un ensemble : €

- objets distincts : un ensemble contient une seule fois le méme
élément

i

- ensemble vide : ne contient aucun élément appelé

- paradoxe de Russel : un ensemble peut étre élément d'un autre

ensemble mais pas de lui-méme

c. Représentation

Le diagramme de Venn permet la représentation des ensembles
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2. Les sous-ensembles
a. Inclusion

Un ensemble A est sous-ensemble de B si tous ses éléments
appartiennent a B

si xEA=>XEB estnoté ACB
b. Egalité
Deux ensembles A et B sont égaux si et seulementsi ASB et BSA

c. Ensemble des parties

Soit A un ensemble ; I'ensemble des parties de A noté P(A) est 'ensemble
des sous-ensembles de A

3. Opération des ensembles
a. Union

L’union des ensembles A et Bnotée AUB est’ensemble des éléments
de AouB

Propriétés de 'union :

Idempotence: ALlA = A
Commutativité: AU B =B A
Associativité : AU(BUC)=(AUBUC

Elément neutre: AU = A
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f. Produit cartésien
Le produit cartésien des ensembles A et Bnoté AXB est I'ensemble des
couples formés par les éléments de A et B

b. Intersection
L’intersection des ensembles A et Bnotée ANB estl’ensemble des
éléments de A et B

" s . Le produit cartésien des ensembles A, A,,...A, not¢ A XA, X..XA,
Propriétés de l'intersection : , ) -
Idempotence: ANA = A est I'ensemble des k-uplets formés par les élémentsde A,,A,,... A,

Commutativité: ANB=8BMNA
Associativité: AN(BNC)={ANBINC

4. Les applications

Elément neutre : si l'on se place dans un ensemble {1 appelé univers et que A est un sous-

ensemblede N alors AN =A a. Définition
Soient E et F deux ensembles ; une application f:E—F associe a tout
c. Distributivité élément de E un élément de F
(On a les distributivités suivantes entre |'union ef 'intersection : E est appelé ensemble de départ ; F est appelé ensemble d’arrivé
deUsur: AUBNC)={A0UBN{ALC)
densurl: ANBUC) =(ANBILANC) L’ensemble image sont les valeurs y€F quiontun antécédent x€E
par f(x)
d. Différence et complémentaire
La différence de I'ensemble A par I'ensemble Bnotée A\B est Si E et F sont deux ensembles, la collection des applications de E vers F
'ensemble des éléments de A privé de ceux de B forme un ensemble noté  F*
La différence symétrique de I'ensemble A par I’ensemble B notée b. Représentation
AAB estl’ensemble des élément de A ou de B exclusivement - Tableau de valeur
X 0j1j12)]3 |4 516 |7 | 8|9
Le complémentaire de I'ensemble A par rapporta Q not¢ A=Cy,A fix) |aa [nj |z [nk |za|az | aa|aa|zz|ju

est 'ensemble des éléments de Q privé de ceux de A

- Diagramme de Venn

e. Involution et lois de De Morgan

Involution: A = A -

LuidEMurgan:AI"IHTEHJFHALJE—EF"E _
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- Formule algébrique

f: R — R
r — 3x2+42x—5

- Courbe
- Algorithme

c. Composition

On considere les applications f:E—F et ¢g:F—G
L’application composée est définie par gef:E—G

Propriété : Soient les applications f:E—F g:F—-G h:g—H

alors: (feg)eh=fo(goh)=fegoh

d. Cas particuliers
- Identité

Soit A un ensemble ; I'application identité est définie par :
da: A — A

X —_ X

- Injection canonique
Soit A et B deux ensembles avec ASB ;1'application injection

canonique est définie par :
f: A B
X X

—
——

- Projection canonique
Soit A;XA,X...XA, leproduit cartésien de k ensembles ; la

projection canonique de i colonne est définie par :
[ AL.K"')’:AR — .{'II:
(a1, ...,4z) —
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- Fonction caractéristique
Soient A et Q deux ensembles avec

ACSQ ; on définit la fonction
caractéristique de I'ensemble A par :

10: 00 — J0,1}
) 1 sixe A
X —
0

sixg A

5. Propriétés des applications
a. Application injective

- Définition
Une application [ est injective si a tout élément y=f(x)eF il
existe au plus un antécédent x€E

f ¥
i = "l///é
: ¥
G
- Propriétés

- une application monotone sur un intervalle est injective
- V(x,x')€E* f(x)=f(x")=x=x"

b. Application surjective

- Définition
Une application [ est surjective si a tout élément y=f(x)eF ,il
existe au moins un antécédent Xx€E

=
.' e
L]
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- Propriétés
- une application monotone sur un intervalle est surjective
- VyeF 3x€eE y=f(x)

c. Application bijective
- Définition
Une application f est bijective si a tout élément y=f(x)EF ,
il existe 1 seul antécédent x€E

f y

- Propriétés
- une application monotone sur un intervalle est bijective
- une fonction injective et surjective sur un intervalle est bijective

- VyeF 3Ix€E y=f(x)

d. Bijection réciproque

-L’application f(x) est bijective si et seulement si il existe une
fonction y=g(x) telleque gof(x)=x et fog(y)=y

-Si f(x) estbijectivealors g(x) estbijective

- g(x) s’appelle la bijection réciproque et est notée f'(x)

e. Propriétés de la réciproque
- f(x)of(x)=x

- f(x) et f'(x) ontmémes variations sur leur domaine de
définition

- ) =f
= (f(x)of (x)'=1=(f")of " (F(x))
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