Généralités des fonctions — Exercices - Devoirs

Exercice 1
Déterminer le domaine de définition des fonctions composées suivantes :
1 2. fa(x)=In(-5x+1)
i x)=———
fiz) x2 —3x+2

3. fs(x)=In [x2 +5x — 3]

Exercice 2
Ecrire les fonctions suivantes sous la forme fog

et en déduire leur dérivée.

(Pour les questions 5 et 6, on suppose que f est

une fonction dérivable sur R.)

4. falx)=2x+1)°,
5. f5(x)=f(-x),

6. fe(x)= f(xz)

1. fi(x) =cos(bx + 1),

9 fQ(x):ecas(x},
3. f3(x)=In(e* +1),

Exercice 3

Soit
R

2yg—2.

X

[—

X

1. Déterminer les ensembles f([-1,0]) et

f(R).
2. Déterminer f~1([-3, 0]) et f1(R™).

3. Déterminer l'expression de f~'(x) lorsque f(x) réalise une

Exercice 4

2x+1
x—1

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Soit f :R\{1} — R la fonction définie par f(x)=

2. Est-ce que la fonction f est surjective ?

3. Est-ce que la fonction f est injective?

4. Déterminer l'expressionde f '(x) lorsque f(x) réalise une

bijection de J1;+00[ vers ]2;+o0

Exercice 5
1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

e fi:N—N, x—x2. o f4:R—R, x— x5
e fo:Z—Z, x—x—"T. e fr:R—R, x— x5 —x.
e f3:R—[0, +oo[, x— |x|.

2. Montrez que la fonction g :]1, +co[—]0, +ool définie par
glx)= ﬁ est bijective. Calculez g 1.
Calculer ( g_l)' de 2 facons différentes
3. Déterminez E et F pour que A(x) = x2 + 2 soit une bijection de E sur F.

Déterminez A1,
Calculer (h™')" de 2 facons différentes

bijection de [0;+00] vers [—2;+]
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Exercice 6

Soit  f I = » - i 1. Est-ce que f est injective?
—~ X e
x . 2. Est-ce que f est surjective?
1+x

3. Déterminer £ L(R) et F(R).

Exercice 7

On considére lapplication f: B = B,z — 22 — 3.

1. f est-elle injective?

2. [ est-elle surjective 7

3. Déterminer f([—1,1]). f([—2.1]), F([-5.—-1]).

4. Déterminer f~1([-1,1]), F~H[-2,1]), F~Y([-5, 1))

5. Comparer f~1(f([-2,4])) et [2, 4].

6. déterminer A et B de sorte que g3 : 4 = B.x — x? — 3 soit surjective et non
injective.

7. déterminer A et B de sorte que g, : 4 — B,z — 2 — 3 soit non surjective et
injective.

8. déterminer A et B de sorte que g; : A — B, x — 22 — 3 soit bijective.

Exercice 8

On considére 'application f: M = M — M, (a,b) — ab.
1. [ est-elle injective?

2. f est-elle surjective 7
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3. Caleuler f((3,4)), f((1,8)), f((4,3)).
4. Quels sont les antéeéddents de 37 Quels sont les antécédents de 607
B

. Déterminer f({0,1,2} x {1,3}), f({0} x H).

6. Déterminer f~1({1}), f2({2}), = ({0}). F2({6}). F~'({0,1,2}). .

Exercice 9

Soit f : R — R définie par f(x) = 2x/(1 +x?).
1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montrer que f(R) =[—1,1].

3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1,1] g(x) = f(x) est une bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Exercice 10

Soit P'application f définie comme suit :

-y~ n- ()

x+1
X — =
f(x) -

f est-elle injective ?

f est-elle surjective ?

Donner 'expression de (f = f)(x).

Par deux méthodes différentes , retrouver I'expression de f =50x).

LA I
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Exercice 11
Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité des applications suivantes.
Lorsqu’elles sont bijectives, déterminer les applications réciproques
Rt — R -1,1] — [0,1]
L oF B B
Rt — RT R - R
I 8 T
x — Jz zr — z3
Rt — RT R - R
SO0 O
z = @l rz — zt
R —- R Rt — Rt
& 7! 19
r ¥ @¥l r — =zt
R - R R - R
B 1. 5«
R* — R R - R
S 12, §: , € N*
x +— |z x — z"
R — 1, +o0] R —  [-v2,V2]
13. f: 163
r — e*+1 x +— cos(x)+ sin(x)
] = 1+e0] = R Z - Z
14. f: (il
x = In(1+x) n — 2n+1
R — |—4,+00]
1. fx
T 2* -4
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Exercice 12

i— 1

1—2z

Montrer que f est bijective de D¢ sur un sous ensemble de R
a déterminer

Soit f une application définie par f(z) =

Quelle est I'expression de '

Exercice 13

Soient E, F et G trois ensembles. Soient f: E - F et g: F — G deux applications.
1. Montrer que la composée de deux injections est une injection et que la
composée de deux surjections est une surjection

2. Montrer que si g ° f est injective et f surjective alors g est injective.

3. Montrer que si g ° f est surjective et g injective alors f est surjective.

4. Montrer que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et que (go f)™' = ftog™L.

Exercice 14

1. Soit f: R — R la fonction carrée. Déterminer f ([—1,2]).

) tan (=33 1) etcos(rT 57

2. Déterminer sin ([

i) 6

)

Exercice 15

Soit f: R\ {1} — R\ {2} 'application définie par :

Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque f~1.
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Exercice 15
1

vz—1

a) Préciser son ensemble de définition Dy, dresser son tableau de variation et tracer son graphe.

Soit la fonction f(z) =

b) Déterminer f (Dy). Montrer que f est une bijection de D sur f (Dy).

¢) Déterminer sa fonction réciproque f~! et tracer ensemble les graphes de f et f1.

Exercice 16

Soit f:]0, 1[— R la fonction définie par f(z) = im

2 —x

a) Montrer que f est une bijection de |0, 1[ sur un intervalle que I'on précisera.

i 2 y
b) En déduire que I'équation f(r) = = admet dans U'intervalle | 0, 1 [ une solution unique .
w

i) Comparer « et

b B

ii) Comparer « et

¢) Déterminer la bijection réciproque f71.
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