Nombres complexes — Exercices — Devoirs

Exercice 1
(1-DX-G+DX2+(4+6DX—4i=0

1. Montrer que cette équation admet une racine reelle.
2. Reésoudre cette equation.

Exercice 2
1. Montrer que
X¥+(Q-20X*-314+X-2+2i=0 (E)
Admet une ou plusieurs racines reelles.
2. Résoudre (E)

Exercice 3
1. Calculer les racines n-iéme de —i etde 1 + i.
2. Résoudrez?—z+1—i=0.
3. Endéduire lesracines de z*" —z"+1—i = 0.

Exercice 4
z—21i
z—1

Pour tout nombre complexe z différent de 1, on définit Z=

On pose z=x+iy et Z=X+iY avecx,y, XetY réels

1. Exprimer X et Y en fonction de x et y.

2. Déterminer 'ensemble / des points M d’affixe z tels que Z soit réel.

3. Déterminer I"ensemble C des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire
pur.
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Exercice 5

iy . s z+3

Pour tout nombre complexe z différent de i, on définit Z=—- .
z—I

Onpose z=x+iy et Z=X+iY avecx,y, X et Y réels
1. Exprimer X et Y en fonction de x et y.
2. Déterminer I'ensemble I' des points M d’affixe z tels que Z soit réel.
3. Déterminer 'ensemble C des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire

pur.

Exercice 6

Représenter les ensembles suivants sur le graphique ci-dessous (on ne demande pas de justification)

& = {M(z)/ arg(z — 2i+ 1) = 2—3"5 (211')} & = {M(z}/Z:i—z-z-—"_i;i—ileR+}
2= 2i+1
%= {M(Z)/ a‘"g(—z_3+a)=“ ‘2“)} &= {M(2) ] |z +2+il = |z - 2i))

Exercice 7

(1) Donner sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique les racines carrées de i.
(2) Donner sous forme trigonomeétrique puis sous forme algébrique les racines carrées de —i.
(3) Donner sous forme trigonomeétrique les racines quatriemes de 1.

(4) Calenler sous forme algébrique les racines carrées de ]7_7'

(5) En déduire les valeurs de cos(w/8) et sin{w/8), puis les racines quatriémes de i sous forme algébrique.

Exercice 8
Linéariser les expressions suivantes :
1. A=sinx, 3. C =sin*xcosx,

2. B = cos(2x)sin(x), 4. D = sin(4x)cos(x).
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Exercice 9

Calculer les sommes suivantes :

32 k
i 3

(1) E—Z( : +s"f§)
k=0

(2) 5, = Z cos{k#)

) ”) sin(kd)

Exercice 10
On considére le nombre complexe w = %

1. Calculer les racines carrées de w en les cherchant sous la forme algébrique.

2. Donner la forme exponentielle de w.

3. Calculer les racines carrées de w en les cherchant sous la forme exponentielle.

4. En déduire les valeurs de cos {5 et sin 5.
On considére le nombre complexe A = —5 + 12i.
5. Vérifier que le nombre complexe 2 4 3i est une racine carrée de A.

6. Résoudre I'équation

22— (4+5)z—-1+Ti=0.

Exercice 11

1. Déterminer I'ensemble des points z de C avec 2 £ 1+ i

tels que —— soit réel.

2. Dessiner le lieu géométrique obtenu.
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Exercice 12

Soient z = a+4ibet z' deux nombres complexes. Rappeler
la définition de |z| et démontrer a partir de celle-ci les propriétés suivantes :

|~

PR P 2. |22 ==l x |2'}; 3. siz#£ 0 alors

ta | =

(5]

Exercice 13

1. Calculer les racines du nombre complexe z; = 3—4i, sous forme algébrique.

. Résoudre dans C 'équation
24+ (2+i)z+2%=0.

Une partie des points est attribuée i la vérification des solutions de I'équation.
. On considére le nombre complexe zo = \,ﬁ + i

(a) Donner la forme exponentielle de za.

(b) Caleuler les racines carrées de zo (de préférence sous forme exponentielle).

. Quelles sont les racines cubiques du nombre complexe z3 = 4y/2 (1 —i) 7 On donnera les racines
cubiques sous leur forme exponentielle principale rel? avec r > 0 et # € [0; 27[.

Exercice 14

1. Déterminer les racines carrées de €T = J’f_;—z + 1'3:2—5
(a) sous forme algébrique, et
(b) sous forme exponentielle.

2. En déduire cos £ et sin £.

3. Résoudre I'équation du second degré suivante

:2+{1+i]:-§(¢§+i(u@-2))

0.
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Exercice 15
1. Exprimer cos(4x) a 'aide de cosx et de ses puissances.

sin(5
2. Exprimer et 4 'aide de cosx et de ses puissances.

sin(x)

3. Exprimer ces mémes expressions 4 l'aide de sinx et de ses puissances.

Exercice 16

On rappelle que pour tous a et b dans. K, on a

{ cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

1. Montrer que pour tous a et b dans. I, on a

plagib — ila+b)

2. En déduire la formule de Moivre

e :
(Em) = gina

Exercice 17
Calculer les quatre intégrales suivantes en utilisant une méthode adaptée :

b
I= f cos(x)sin(x) dx,
1]
"
J = f cos(2x)sin®(3x)dx,
0

K= f " cos®(Tx)sin’ (—3x) dx,

e

b
L =f 27 cos(x)dx.
o
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Exercice 18

Dans le plan complexe muni d™un repére orthonormal (0, i@, 7),
on considére les points A, B et ' d’affixes respectivesa =2, b=1—iete=1+1.
1. Placer les points A, B et C' sur une figure.

o —
2. Caleul
culer b

@ . ‘ . G
. En déduire que le triangle ABC' est rectangle et isocéle. |

3. On considére 'application r : C — C définie par
r(z) =—iz+2i+2.

(a) Expliquez pourquoi cette application est une rotation.

(b) Calculer son angle et son centre (que vous donnerez sous forme algébrique).

(¢) Déterminer les images des affixes a et b par I'application r.

Exercice 19

On considére la fonction f définie par
FiT b B b
ES
1. Justifier que (f o f)(z) = z. En déduire que f est une transformation du plan privé de [0], C*
(c’est-d~dire une bijection).

z o —=

el |
(=]

(33

2. Soit U = {z el : |z = l} le cercle trigonométrique. Montrer que pour tout z € I on a
F(z) = z. En déduire I'image de I par f.
3. Bonus : soit § € [(;2x]. On note
Dy={z€C" : Arg(z) =0}.

Quelle est la nature géométrique de Dy 7 Quelle est U'image de Dy par f 7
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Exercice 20
z+2
1+iz

A chaque point M d’affixe z du plan complexe, on associe le point M * d’affixe z'=

1) Onnote A le point d’affixe —2 et B celui d’affixe /.
Interpréter géométriquement le module de z'.
2) Déterminer géométriquement I'ensemble des points M tels que |z

Donner une équation cartésienne de cet ensemble.

=1.

Exercice 21
Dans le plan complexe rapporté au repeére orthonormal (O,i,V) (unité
graphique : 2cm), on considere les points A et B d’affixes respectives
z,=—1let z;=3i.
Soit la fonction f privé du point A dans P qui, a tout point M d’affixe z, as-
socie le point M” d’affixe z’ telle que :
o ( z—3i )
z+1
1. Soit C le point d’affixe z.=2—1i .
Montrer qu’il existe un seul point D tel que f(D)=C.

2. Déterminer la nature du triangle ABC.
3. AT'aide de I'égalité (1), montrer que, pour tout M distinct de A et de B :

OMVZ% et (ﬁ,O_]\Z')Z%+(]\_/L>4,]\_/I]§) [2pi]

4. En déduire et construire les ensembles de points suivants :
a. L’ensemble (E) des points M tels que I'image M’ soit située sur un
cercle (C) de centre O, de rayon 1.
b. L’ensemble (F) des points M tels que I’affixe de M” soit réelle.
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Exercice 22

1. Démontrer la relation de Moivre en utilisant le principe du raison-
nement par récurrence.

2. ATaide du triangle de Pascal développer : (a+b)’

3. Calculer cos(5a) en fonction de cos(a)

4. En dédui S
n dedquire COS10

S5x

27 37 47
5. Calcul c0s Z +c0s == +C0S =+ C0S —— +C0S ——
alculer c . = c =

7 . « 3 4 .4
6. Linéariser sin"x , cos x , sin” Xx-CoSX

s

2
7. Calculer f sin’ xdx

3

8. Exprimer cos4x avec cosx et ses puissances

9. Exprimer avec cosx et ses puissances

Exercice 23

1. Montrer qu’il n'y a qu'une seule racine cubique de 1 dont la partie
imaginaire est strictement positive. On note j cette racine.
2. Montrer que :

a. j=j°
b. 1+j+j=0
c. [1+j=1
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Exercice 24

On considére la fonction f définie sur [0, +o0] par
1
flt)=t—vV2Vi+4 =
Le graphe de la fonction f dans C est donné par I'ensemble

— {t +if(#),

1. Donner 'écriture complexe d'une rotation de centre £) et d’angle 8.

-
) =¢'3z. Pour t € B, calculer
. On donnera le résultat sous forme algébrique.

teR,}.

2. On note r : C — C l'application définie par r(z
r(t+1f(t))

3. En posant = = /T — l’i—i montrer que
r(t+if(t)) =z 4 ;\F(r— | E)

4. Justifier qu'en appliquant une rotation de centre O et d’angle 7 au graphe de la
fonction f on obtient un morceau de parabole (dont on précisera I'équation).

Exercice 25

Soit zg = 8 — 6i. Déterminer les racines carrées de 2o
sous forme cartésienne.

Soit P(X) = X*+ (=5 —i)X + (4 + 4i).

Déterminer les racines de P.

Soit Q(X) = X? 4+ (=6 — i) X% + (9+ 5i) X + (—4 — 4i).
Ecrire Q(X) comme produit de polynémes de degré 1.
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Exercice 26

Soient les 2 signaux périodiques s et §,, de méme pulsation w |, tels que :

s1(t) = V2 cos (uf. + %} et s2(f) = cos (c.uf - g)

1) Exprimer, sous forme exponentielle les grandeurs complexes s1(t) et s»(t), associées & s1(t) et sa(f), et en
déduire les amplitudes complexes 4 et Az de s,(t) et sp(t).

2) Montrer que pour obtenir 'amplitude complexe A associée & s(t) = s1(t) — sa(1). il suffit de soustraire les
amplitudes complexes et qu'on a done 4 = Ay — As. Représenter A1, Az et A dans le plan complexe.

3) Caleuler A en privilégiant la forme, algébrique ou exponentielle, la plus adaptée pour réaliser une addition.

4) Caleuler 'amplitude |é| et 'argument arg(A) de A.

5) En déduire la forme exponentielle de s(t), puis s(f), la grandeur sinusoidale (réelle) associée a s(i).

Exercice 27
1. Ecrire f(t

2. Ecrire f(t

coswt—sinwt souslaforme f(t)=Acos(wt+ep)
cos (@ t—z) \/351n(a)t+3Tﬂ) sous la forme

)=
)=
f(t)=Acos(wt+gp)
3. Ecrire f(t)zcos(wt+€)+351n( t—%) sous la forme
(
)=
(

f(t)=Acos(wt+g)

4. Ecrire f(t 4cos(a)t+5?ﬂ)+4sm(a)t—§) sous la forme

f(t)=Acos(wt+¢)

Exercice 28

On considére les nombres complexes définis par 21 = 1+ iva, z=1+4i zm=z1/met z4= 21 + 25
1) Déterminer la forme algébrique de z3 et de z4.

2} Mettre z; et 23 sous forme exponentielle. En déduire les formes exponentielle et trigonométrique de z3.

: g T
3) En comparant les résultats des questions précédentes, en déduire les valeurs exactes de cos (E) et de

sin (%) .
4) Placer les points My, My, My et My d’affixe respectif z;, zo, z3 et z4 dans le plan complexe.

5) Sans faire le caleul explicite, comment peut-on déduire graphigquement |.:1 - .:2| et arg(zy + 22) 7
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