Lois de distribution - Fiche de cours

1. Variables aléatoires

a. Définition - Définition
Soit € un univers associé a une expérience aléatoire. On appelle densité de probabilité une fonction f telle que :
On appelle variable aléatoire réelle X une fonction définie de - fest définie sur I € Ret f>0
Q-R -t est continue sur I sauf en quelques points
b. Variables aléatoires discrétes i f flx)dx=1

Le nombre de valeurs prises par la VA est fini ou infini
dénombrable - Probabilité d’un événement — Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire de densité f

- P(asXsb):f:f(t)dt
- P(—msxsb):fimf(t)dxziig fif(t)dt

c. Variables aléatoires continues
Le nombre de valeurs prises par la VAR est infini

2. Loi de probabilité o) =px <= [ g
a. Définition
On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la fonction qui
a chaque valeur x; associe la probabilité de 1'événement P(X = x;)

b. Lois de probabilités discrétes //

On peut résumer les résultats dans un tableau ou exprimer la
probabilité par une relation mathématique

I; I Ia Cee In
p(X=z) | pL|p2| - - | Pn

Exemple : loi de Bernouilli, loi binomiale, loi de Poisson

c. Lois de probabilités continues (densité de probabilité)
La probabilité est définie par une fonction mathématique
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d. Fonction de répartition

3.6. Propriétés

- Lois discretes - Lois continues ) o )
K X X et Y deux variables aléatoires ; a et b deux réels
F=Y P(X<x) F=[ f(x)dx E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)

i=0

Var(aX+b)=a’Var (X)

. ] o Var (aX +bY )=a’Var (X)+b*Var(Y )+2abcov(X,Y)
3. Parametres de la loi de distribution Var (aX —bY)=a* Var (X )+ b* Var (Y)—2abcov (X, Y)
3.1. Espérance mathématique loi discrete

On appelle espérance mathématique :

n

E(X) =x,p) + 2,0, + - +x,p, = inpi

i=1

4. Loi de Bernouilli
La loi de Bernouilli est une expérience aléatoire avec 2 issues :

- Succes : probabilité p
3.2. Variance mathématique loi discréte - Echec: probabilité 1-p
On appelle variance :
V(X)=2. (x—E(X)]p=E(X")-E(X)

p est appelé parametre de la loi de Bernouilli

3.3. Espérance mathématique loi continue
Soit X une variable aléatoire de densité {
L’espérance mathématique de X est définie par :

E(X)Zfle(x)dx

5. Loi binomiale
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes

Pour n répétitions identiques et indépendantes de la loi de Bernouilli de
parametre p, X suit une loi binomiale B(n ; p)

3.4. Variance mathématique loi continue
La variance de X est définie par :

V(X)=E(X?})-E(X )

3.5. Ecart type
On appelle écart type : o=+V(X)

3.6. Covariance
On appelle covariance de 2 variables X et Y :

cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

Lois de distribution - Fiche de cours

P(X=k)=(2)p"(1—p)”k

- Espérance mathématique
E(X)=nXp

- Variance et I’écart type
V(X|=nxpx(1-p]  o(X)=/V(X)
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6. Loi de Poisson
- Probabilité de la loi de Poisson
Pour la variable aléatoire X qui suit la loi de Poisson P(A)

-1 4k
e A
P(X=k|= o
- Espérance de la loi de Poisson
E(X)=4
- Variance de la loi de Poisson
ViX)=4  o(X)=JV(X)

- Approximation de la binomiale par la loi de Poisson
Lorsque n=50 p=<0,05 et np<5 ondit qu’il y a convergence de

loi entre la loi binomiale et la loi de Poisson

7. Lois normales
- Loi normale centrée et réduite

La loi normale centrée et réduite N (0,1) est la loi continue de densité
la fonction f définie sur R par :

- Propriétés
Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée et
réduite alors :
b
- Pla<x<b)=]_flt)dt
- P(—oosXs+oo):f: flt)dt=1
-EX)=0 V(X)=1 ox=1

Lois de distribution - Fiche de cours
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- Autres propriétés
Pour X une loi normale centrée et réduite :
P(—t<X<t)=2P(X<t)-1 P(X<—t)=P(X>t|
P(-1<X<1)=0,68
P(—1,96<X<,196)=0,95
P(—2,58<X<2,58)=0,99

P(—2<X<2)=0,955
P(—3<X<3)=0,997

- Loi normale générale

La loi normale N (u,c2) est la loi continue de densité la fonction f définie sur
R par :

—_ 1 - 2(72
=g

- espérence mathématique: E(X)=u

)

- variance mathématique : Var(X)=o0"

- Variable centrée et réduite

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N (u,0?)
On appelle Z la variable aléatoire centrée et réduite définie par :
X —
z=2-F
g
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Annexe - Extrait de 1a fonction de répartition loi normale centrée et réduite
I I 1 -3 AN Annexe - Extrait de la loi de Poisson
a lod mormale est caractérisde par: flr)= g =
;2.1: ,.-" \
I I / \ it
La fonction de répartition ®ir) = P[T=1]= [,_- * dt B(T=1) "
A2r - . ) P e
- - " - La loi de poisson est caractérisée par: P(X =k)= £ :: \
: Conditions d"approximations loi binomiale vers loi d;: poisson : k=0
nz50 ; p<001 ; np<l0 i |
0,0 05000 | 0,5040 0.5080 | 05120 | 0,5160 0.5199 | 05239 | 05279 0,5319 | 0,5358 :: - 'i._-_.
0,5398 | 05438 0.5478 | 05517 | 0,5557 0.5596 | 05636 | 05675 05714 0,5753 az k
IFENR 05703 | 05832 0.5871 05910 | 0,5948 0.5987 06026 | 06064 0,6103 | 06141 at ,
IERR 06179 0,6217 0,6255 0,6203 0,6331 0,6368 00,6406 0,6443 0.6480 0,6517 Pen 8z us oa wl o T
ENR 06554 | 06591 0.6628 | 06684 | 06700 06736 | 06772 | 06808 06844 0,6879 Deaiiés de prabablitks| plk, f) de la il de Pelsacn,
I 06515 | 06950 06585 | 07019 | 0,7054 07088 | 07123 | 07157 07190 | 0,7224
BN 0.7257 | 07291 § 07324 | 07357 | 07389 | 0.7422 | 07454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549 [ 1.0000 | 00000 | 0.0000 | 00000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.7580 | 07611 | 0.7642 | 07673 | 07704 | 0.7734 | 07764 | 07794 | 07823 | 0.7852 (KB 09042 | 00905 | 00045 | 00002 | 00000 [ 0.0000 | 00000 [ 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 00000
IR o.7es1 | 07910 ] 07938 | 07967 | 07995 | 08023 | 08051 | 08078 | 08106 | 06133 [FMl 05187 | 0.1637 | 0.0164 | 0.0011 | 0.0001 | 0.0001 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0000
IEN 05155 | 08186 | 08212 | 08238 | 08264 | 08288 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389 [EMl 0.7408 | 02222 | 0.0333 | 0,0033 | 0.,0003 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.6413 | 0.8438 | 0.B461 | 0.8485 | 08508 | 0.8531 | 0.8554 | 08577 | 0.8509 | 0.8621 [WWll 06703 | 02681 | 00536 | 0.0072 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | c.0000 | 0.0000
Gseas | om0 | ossss | 0708 | 0120 os74s [ ormo | osvao | omero | osseo] | JMOEMcotes oo Torme Tooms oo [ome oo [ noon ot [-ooum oo | oty
0.8845 | 08869 § 08888 | 08907 | 08825 | 08844 | 08962 | 08980 | 08087 1 09015 (KA 0066 | 03476 | 0.1217 | 0.0284 | 0.0050 | 0.0050 | 0.0007 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 ] 00000 | 0.0000
09032 | 05049 § 05086 | 08082 | 05099 | 09115 | 09131 | 08147 | 09162 | 09177 (M 04493 | 03595 | 01438 | 0.0383 | 0.0077 | 0.0077 | 0,0012 | 0.0002 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000
09182 | 09207 | 09222 | 09236 | 09251 | 08265 | 09279 | 09292 | 059306 | 09318 [EM 0.4066 | 03650 | 01647 | 0,0454 | 00111 | 0.0111 | 0,0020 | 0,0003 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
0.0332 | 0,8345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 09394 | 0.9406 | 08418 | 08428 | 0.9441 (M| 03679 | 03679 | 01839 | 00613 | 00153 | 0.0153 | 0,0031 | 0,0005 | 0.0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000
09452 L ooes J oowre Jooasa Jooas Joosos ] oosis ] oonan ] osess 1 0ons WP 03017 | 03614 | 02165 | 00667 | 00350 | 0.0980 | 0.0062 | 00072 | 0.0002 | 0000 | 0000 | 0.0000
08554 | 0.9564 ) 08573 | 09562 | 08591 | 09599 | 0.9608 | 09616 | 0.9625 | 09633 JEWN 02725 | 03545 | 0.2305 | 0,0098 | 0.0324 | 0.0324 | 0.0084 | 0.0018 | 0.0003 | 0.0001 | 0,0000 | 0.0000
09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 09671 | 05678 | 09686 | 08683 | 08688 | 09706 (XMl 02466 | 03450 | 02417 | 01128 | 00395 | 00395 | 00111 | 00026 | 0.0005 | 0.0001 | 00000 | 0.0000
09713 | 09719 | 08726 | 09732 | 09738 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 0.9767 WMl 02231 | 03347 | 02510 | 01255 | 00471 | 0.0471 | 0,0141 | 0.0035 | 0,0008 | 0.0001 | 0,0000 | 0,0000
X 05772 | 08778 0.89783 | 0,0788 | 0,793 09798 | 0,9803 | 0,8808 0,9812 0,9817 [ICEl 0.2019 | 03230 | 02584 | 01378 | 00551 | 0.0551 | 00176 | 0.0047 | 00011 ]| 0.0002 | 00000 | 0.0000
08821 | 00826 | 0.0830 | 09834 | 00838 | 00842 | 09846 | 09850 | 0.G9854 | 0.0857 A o.1527 | 03706 | 0.2640 | 0.1496 | 0,0636 | 0,0636 | 0.0216 | 00067 | 0.0075 | 0.0005 | 0,0001 | 0,000
MEEMN 0661 ] 09664 | 09668 | 09671 ] 0.9875 f 09878 | 05881 | 09684 | 03887 | 09850 B o145 | 07545 | 07700 | 01710 | 00612 | 0061z | 00508 | o-06e | 0.0027 | o.0006 | 00001 | 00000
MERENN 09695 | 09896 | 09898 | 0.9901 | 09904 | 05906 | 09909 | 09911 | 09913 | 09916 PR 0.1353 | 0.2707 | 0.2707 | 0.1804 | 0.0802 | 0.0802 | 0.0361 | 0.0120 | 0.0034 | 0.0008 | 0.000Z | 0.0000
BEXNN Cocie | 09920 | 05020 | 09926 | 09927 | 09929 | 09931 | 09932 | 09934 | 09936 PRI 01225 | 02572 | 02700 | 0.1890 | 00992 | 0,099z | 00417 | 0,0146 | 0,004 | 0.0011 | 0,0003 | 0,0001
B 09538 | 09940 | 08549 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 09851 0,9952 ¥l 0.1108 | 02438 | 02681 | 01966 | 01082 | 0.1082 | 00476 | 0.0174 | 0.0055 | 00015 | 00004 | 0.0001
B 05555 | 05955 | 09556 | 09957 | 05958 | 08960 | 09961 | 09962 | 0.9963 | 0.9964 P 0.1002 | 02306 | 02652 | 0,2033 | 0.1169 | 0.1160 | 0,058 | 0,0206 | 0,0068 | 0,0019 | 0,0005 | 0,0001
0,965 | 0966 1 09867 10,9968 | 09965 | 0870 1 ogari | nserd | 09973 | 09974 PR 00521 | 0205 | 0.2565 | 02136 | 01336 | 0.1 | 0.0668 | 0,07 | 00085 | 00051 | 0,005 | 0.0002
BEXEN oco74 | ogors | ooore | 00977 | 09077 | 0.9978 | 09579 | 09979 | 0.5680 | 09981 PRI 00743 | 01931 | 02510 | 02176 | 0.1414 | 0.1414 | 0.0735 ] 00319 | 0.0118 | 00038 ] 0.0011 | 0.0003
BN 00081 | 09982 | 0.9982 | 0.9983 | 09984 | 00984 | 09985 | 09985 | 0.9986 | 09986 FXAll 00672 | 01815 | 02450 | 02205 | 0.1488 | 01488 | 0,0804 | 00362 | 0,0139 | 0.0047 | 0,0014 | 00004
BEN cocev | osoaT | 05987 | 09988 | 09988 | 05989 | 09980 | 09989 | 09980 | 09990 P 0.0608 | 01705 | 02384 | 0.2225 | 0.1557 | 0.1557 | 0.0872 | 0.0407 | 0.0163 | 0.0057 | 0,0018 | 0.0005
0,9990 | 0,9991 0.9981 0,9991 10,9982 0,9992 09992 | 0,89992 09993 | 0,9983 FEI 0.0550 | 01596 | 02314 | 02237 | 01622 | 01622 | 0,0940 | 00455 | 00188 | 0.0068 | 00022 | 00006
BEFN C.o55: | 00995 | 05004 | 09984 | 09994 | 0.8994 | 00954 | 09995 | 08995 | 09995 FXOMl 00408 | 01494 | 02240 | 02240 | 01680 | 01680 | 01008 | 00504 | 0.0216 | 0.0081 | 00027 | 00008
m 0. 8085 0.9985 0. G005 EEER 0 9006 0, YOG EEEE 099965 R 0.aaa7 3.1 00450 0,1397 0.2165 02237 0.1733 01733 0,1075 0,0555 0.0246 00095 00,0033 0.0010
- - - - - - - - - - FFPIl 0.0408 | 01304 | 02087 | 02226 | 01781 | 01781 | 0.1140 | 0,0808 | 00278 | 0.0111 | 00040 | 00013
BEREN 09997 | 09997 | 05997 | 09997 | 0.9997 | 09987 | 09997 | 09997 | 0.9997 | 09998 Il 00369 | 01217 | 02008 | 02209 | 01823 | 01823 | 01203 | 00662 | 00312 | 0.0120 | 00047 | 0.0016
BERN 09958 | 09998 | 09998 | 09998 | 059998 | 09988 | 09998 | 09998 | 09998 | 09998 Xl 00332 | 01135 | 01020 | 02186 | 0.1858 | 0.1858 | 01264 | 00716 | 00348 | 0.0148 | 00056 | 00019
BEECEN Oooo8 | o908 | 08999 | 08999 | 090999 | 09000 | 090908 | 08988 | 08999 | 09999 EXB 00302 | 01057 | 01850 | 02158 | 01888 | 01888 | 01322 | 00771 | 0.0385 | 0.0169 | 00066 | 00023
o998 | 09999 | 05959 | 09958 | 09909 | 005995 | 059958 | 05999 | 05595 | 0.99595 X 0.0273 | 00984 | 04771 | 02125 | 0.1912 | 01812 | 01377 | 0.0826 | 0,0425 | 0.0191 | 00076 | 0.0028
m [EEEE] 0,9989 0.0859 [EEEE] 0,9549 0.99499 [EEEE] 00,9999 0 85099 0,9995 3.7 0.0247 0,0915 0,1692 0.2087 0,1931 0,1931 0,1429 0,0881 0,0466 0.0215 0,0089 0,0033
I 0.0224 | 0,0850 | 0.1615 | 02046 | 01044 | 0.1944 | 01477 | 0,0036 | 0,0508 | 0,0241 | 0,0102 | 0,0030
BEENR 1.0000 ] 10000 § 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 ]| 1.0000 | 1.0000 EER 00202 | 00780 | 01539 | 02001 | 0.1951 | 01951 | 0.1522 | 00989 | 0,0551 | 0.0268 | 0,0116 | 00045
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