Arithmétique — Fiche de cours

1. Nombres premiers

a. Définition

Un entier naturel est premier s’il a deux diviseurs : 1 et lui-méme.

b. Critére d’arrét

Tout entier naturel ,
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¢. Infinité de nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

d. Crible d’Eratosthéne

n=2 ,admet un diviseur premier.
Si n nest pas premier, alors il admet un diviseur premier p tel que :
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e. Théoréme de Gauss

Un nombre premier divise un produit de facteurs si, et seulement si, il divise

I'un de ces facteurs.
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Sip divise ab < p divise a ou p divise b
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f. Théoréme fondamental de 'arithmétique

a.

b.

d.

Tout entier A > 2, peut se décomposer de fagon unique (a 1’ordre des facteurs pres) en
produit de facteurs premiers.
— 2% A, a,
A=p,;'Xp,"X...Xp,
Le nombre N de diviseurs d'un nombre entier est :
N=(a,;+1)X(a,+1)X..X(a,+1)

2. Multiples et diviseurs

Définition
Soit a, b et k des entiers relatifs avec a=k-b
- a est un multiple de b - b est un diviseur de a
Criteres de divisibilité

- divisibilité par 2 : le chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8 (nombre pair)

- divisibilité par 3 : la somme des chiffres est un multiple de 3

- divisibilité par 4 : les deux derniers chiffres sont multiples de 4

- divisibilité par 5 : le chiffre des unités est 0 ou 5

- divisibilité par 9 : la somme des chiffres est un multiple de 9

- divisibilité par 10 : le chiffre des unités est 0

- divisibilité par 11 : pour un nombre a 3 chiffres ; le chiffre du milieu = la
somme des 2 autres chiffres

. Opération sur les multiples

Soit trois entiers relatifs a, b et c.
Sia divise b et ¢ alors a divise b + ¢, b — ¢ ou toute combinaison linéaire de b
etdec.

Division Euclidienne
Soit a un entier relatif et b un entier naturel non nul.
On appelle division euclidienne de a par b, 'opération qui au couple (a; b)
associe le couple (g; r) tel que :
a=bq+r avec 0<r<b
a s’appelle le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste.
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e. Congruence j- Théoreme de Bézout

Soit n un entier naturel (n > 2), a et b deux entiers relatifs. Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si,
On dit que deux entiers a et b sont congrus modulo 7 si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs x et y tels que : ax+by=1
a et b ont méme reste par la division euclidienne par #.
Onnote alors: a=bmodn ou a=b(n) k. Corollaire du théoréme de Bézout

o L'équation a-x+b-y=c admet des solutions entieres si et
Proprictes : seulement si c est un multiple du  pged(a;b)

Soit n un entier naturel (n > 2), a, b, ¢, d des entiers relatifs vérifiant :

a=b(n)etc=d (n) k. Petit théoréme de fermat

- addi’fior} ates b+d (n) Si p estpremierest a n'estpasdivisiblepar p alors:
- multiplication : ac = bd (n) a’ =1 ( p)

- puissances: Vke&IN d“=b"(n)

f. pged

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L'ensemble des diviseurs
communs a a et b admet un plus grand élément D, appelé plus grand
commun diviseur.

Onnote: D=pgcd(a;b)

g. ppcm
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
L’ensemble des multiples strictement positifs communs a a et a b admet
un plus petit élément M, appelé plus petit commun multiple.
Onlenote: M=ppcm(a;b)

h. Lien entre pgcd et ppcm
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls

axb=pgcd(a;b)xppcm(a;b)

i. Egalité de Bézout
Soit a et b deux entiers non nuls et D= pgcd(a;b)
Il existe alors un couple (x,y) d’entiers relatifs tels que: ax+by=D
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