Nombres complexes — Fiche de cours

1. L’idée des nombres complexes
Résoudre des équations polynomiales de degré n >1

Exemple : obtenir 3 solutions pour 1'équation X+x+1=0

2. Ensemble des nombres complexes

Il existe un ensemble noté C tel que:
- IRcC (avec perte de la comparaison)

- iEC telque i*=—

3. Nombre complexe
a. Définition
Un nombre complexe est défini par :
z=x+1y ¢sappelle la forme algébrique du nombre complexe
x : partie réelle notée Re(z

y : partie imaginaire notée Im ( Z)

b. Egalité de nombres complexes
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4. Opérations sur les nombres complexes

On considere les nombres complexes :
z=x+iy et z'=x'+iy'

a. La somme
La somme complexe de z et z’ est définiede  CXC->C par:

z+z'=x+x'+i(y+y")

b. Le produit
Le produit complexe de z etz est définide CXC->C par:

z:2'=xx'—yy '+i(x"'y+xy')

¢. Inverse d’'un nombre complexe
* *
L’inverse d'un nombre complexe z est définide € = C par:

1

VA

d. Conjugué d'un nombre complexe
Le conjugué d’un nombre complexe z est définide C->C par:
Z=x—1ly

Propriétés pour z€C,z'€C,neN

— 2 2
- Z=1 - ZZ=X+Y
- z+72'=Z7+7z' - z:2'=Z2-7'
— _ 1 1
- 2'=7" - (=)== avec z'#0
z z

- (L>=z avec z'#0

r AA

e. Formule du binéme
Soient 2 nombres complexes a et b alors pour tout n entier naturel :
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Re(z,)=Re(z,)

m(z1>:Im(Zz)

z,€Cz,eC z,=z,

5. Equations du second degré
YaeR VbeR WV ceR ondéfinit (E) az’+bz+c=0

Considérons A=b"—4ac
-si A>0 T'équation (E) admet 2 racines réelles :

/ _—b+vA ot 2 _—b=—vA
' 2a *  2a
-si A=0 T'équation (E) admet une racine double réelle :
z==2
° 2a
-si A<OQ Téquation (E) admet 2 racines complexes et conjuguées :
Z:—b+ix/—_5 ot Z:Z_:—b—i\/—_ﬂ
- 2a = 2a

6. Equations polynomiales

k=n
Soit le polynome P(Z)ZZ ak-Zk
k=0

- on appelle équation polynomiale de degrén  P(z)=0
- un polyndme de degré n admet au plus n racines complexes

- P(a)=0=P(z)=(z—a)Q(z) Deg(P)=n et Deg(Q)=n—1

n—1
- "—d"'=(z—a)D a2
k=0

7. Représentation graphique des nombres complexes
Le plan est muni d"un repere orthonormal (O; u; _\5)

A tout nombre complexe zZ=x+Iy on associele point M (X,‘ y)

Propriétés :
- M s’appelle I'image de z
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(a+b)":i (n)a"kbk

=0\ Kk

A axe imaginaire
b7l GECTEEEEEEEEE LR : M(’C *+ f))
O
4 i
v R i axe réel
0 7 X

8. Forme trigonométrique des nombres complexes
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a. Module et argument d’'un nombre complexe
Soit le nombre complexe
orthonormal (O su; _\;)

Z=X+Iy ayantpour image M dans le repére

On définit le module de z par |z|=r=\/x2+y2 avec r>0
Ou bien |(Z)|=\/Re2(z)+lm2(z)

On définit un argument de z par ﬁzarg(z):(ﬁ;&\z)+2kﬂ kez

La forme trigonométrique est définie par: z=|z|(cos@+i-sin6)

b. Propriétés des modules et arguments
- Modules
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- z s'appelle Iaffixe de M orodut 22| = || x 1]
. s . (za+25)
- soit I le milieu du segment AB ; I pour affixe z,=——F—
2 Inverse 1 1
(z=0) |E| Izl
Quotient z, |zl
(' #0) 7 =iz
- Arguments Puissance 2% = |z|"
(n€Z)
Produit arg(zz') =argz+argz'(2Zm)
| 1 9. Notation exponentielle
nverse === i o
arg (z) = —argz (2m) Y O€R ,onpose e'’=cos@+i-sin O
2 La forme exponentielle d'un nombre complexe est définie par :
Quotient arg (_:) =argz—argz (2m) z=lz|e"’
Z
= ) 10. Formules d’Euler
Ll S . . s .
Puissance arg(z")=mnargz (Zm !0 4 o710 olf_ o 10
YO€lR cosf=———— sinf=————
2 21
11. Formule de Moivre
VHeR VnelN cosnf+isinnf=(cos@+isind)"
c. Propriétés du conjugué 12. Formule de t1r1,c_r,0nomet1rlej .
- 2=l cos(a+b)=cosa-cos b—sina-sinb
- arg(z)=—arg(z)[27] cos(a—b)= =cosa-cosb+sina-sinb
_ zz=|gf sin(a+b)=sina-cosb+sinb-cos a
sin(a—b)=sina-cosb—sinb-cosa
d. Forme algébrique vers forme trigonométrique 13. Nombres complexes et géométrie
Soit le nombre complexe z=x+iy= |Z] (cos 6 +isin 0) Le plan est muni d’un repere orthonormal (O Ju; _\5)
Soient A, B, C et D des points du plan d’affixes 2z, , Zz , Z. et Zj,
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- on calcule |Z| cosH:ﬁ:Re(Z)

a. Affixe d’un vecteur

A tout nombre complexe Z=X+iy on associe le vecteur W (x,' y)

Propriétés :
- W sappelle le vecteur image de z
- zs'appelle l'affixe de W

AB=z3=2;—2, et CD=zg5=z,—2

b. Norme d’un vecteur
|AB||=AB=|z,—z,| et |ICD|=CD=|z,—z|

c. Argument d’un vecteur
arg(AB)=arg (z,~2,)=(i; AB) [27]

d. Argument de 2 vecteurs

arg(AB; CD)=arg(->—C)=(4B;CD) (2]

B A

14. Racines niéme de 'unité

Les solutions de I'équation z"=1 sont les racines n*™ de 'unité :
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2| N
- on place un point M (cos# ;sin@) sur le cercle trigonométrique

- on détermine (Ui;OM) et l'on indique une valeur de 6

hg=y =m(z)
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z;=e " avec 0<k<n—1 et n=Deg(z")

15. Inégalités triangulaires
\v/ (zl, zz)e c’

|Zl+zz‘s‘z1‘+|zz| ‘Zl‘_‘22|s|zl_22‘ |Zz|_|zl‘s‘z1_zz|
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