Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

Exercice 1 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction donneée.

1L xs=3 Z.xHZx—%
2 2x
3_x_.x?_x 4.x-3x2+T—8

Exercice 2 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction donneée.

2Xx
1. X+ e*—2e™* 2, X ——s
(x2+3)°
x 9x? -3
3. x» —F— b, x —»————
2}-'-.7C2+1 {xJ*x)z

5. f(x)=(4—x)-(x*-8x)’

Exercice 3 corrigé disponible
Dans chaque cas, determiner les solutions de

'équation différentielle donnée.
1.;’—%;;—0 2.2y —3y =8y t+4y

3.5y +3y=0 4.—%_1;'—{2_:;=0
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Exercice 4 corrigé disponible

Dans chaque cas, determiner la solution F
de l'equation differentielle donnéee qui respecte la
condition preécisée.

1.y +y2y=0avec F(y2)=1.
2.2y'—3y =2y +3y avec F(0)=5.

1., 1 , " 1
3. 3y’ +y=5y—y avecF(3)=.

Exercice 5 corrigé disponible

Apres avoir determine une fonction affine ¢ solution
particuliere de 'équation differentielle (E): 2y’ —y = 2x,
déterminer la solution F de (E) telle que F(0)=—2.

Exercice 6

Aprées avoir determiné une fonction polynome
du second degreé ¢ solution particuliére de l'équation
différentielle (E): y' + 2y = 4x?— 2x + 1, déterminer la
solution F de (E) telle que F(0) = 4.
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Exercice 7
Apres avoir determiné une fonction ¢ de la forme
x — mxe” (avec m € R) solution particuliére de l'équa-
tion différentielle (E): y’' — 2y = 2e*, déterminer la
solution F de (E) telle que F(0) = —1.

Exercice 8
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

) T B
Lf:ix~ (x+2)2,[_| o0 3 2|

; L T =1
Z.f.x» (x_+_3}2.1'—| 3,-+-DI:.J[

Exercice 9
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

e
2. fix—>—s:
f (e*+1)?

2 X

1 f:x—»—xe* 1;I=R I=R

Exercice 10
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

z.y-:Zx(x2‘+‘1}3;.l:}l{;xﬂ:0;yﬂ:..£3.}._
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Exercice 11 corrigé disponible

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

e | P T Foss = omnreen oo
1y = —2“&,1—|0,+m|,x0—2,y0—- V2
2y=3e";I=R;x, =1y ,—=e

Exercice 12 corrigé disponible
f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle I
de R et k est un reel.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse en justifiant.

1.Si F est positive et dérivable sur I avec F' = f, alors f
est croissante sur 1.

2.Si F est decroissante et derivable sur I avec F' = f,
alors f est négative sur I.

3.Si F'=f, alors f est une primitive de F sur I,
4.Si F' = f, alors F est une primitive de f sur 1.

5.S1 F est une primitive de f sur I, alors F + k est une
primitive de f sur L.
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Exercice 13
Soit f la fonction définie sur I = |1; + | par:
2_

_ X medX
Ax)= (x=1)""

1. Déterminer les réels a et b tels que, pourtout xe1:

_b
(x—1)*"
2. En déduire les solutions de 'équation differentielle

y=f.

fix)=a+

Exercice 14
Soit f la fonction définie sur I = |-2 ; + | par:
fix)= 2°+9x?+12x+2
(x+2)

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pourtout xe1:

fix)=ax+b x+2)

2. En déduire les solutions de I'équation différentielle

v=r

Exercice 15

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.2y +3y=0ety(2)=1 2.5y —-2y=0ety(5)=e
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Exercice 16
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y B \-"Ey, +y= 0et y(\a"ﬁ )= B_‘Ij.

2.y —n’y=0et y(%]:rr.

Exercice 17
1.2y +y=x+1avec ¢(x)=mx+p.
2.y +3y=2x—1avec ¢(x)=mx+p.
3.y —3y=-3x2-x-2avec ¢(x)=ax?+bx+ec.

4.2y —3y =3x?—x—2 avec ¢(x)=ax’+bx+ec.

Exercice 18 corrigé disponible
1) Résoudre I'équation différentielle 2y +y = 0 (E) dont I'inconnue est une fonction définie et dérivable
sur R.
2) On considére I'équation différentielle
X
2y’ +y=e2(x+1) (EN)
a. Déterminer deux réels m et p tels que la fonction f définie sur R par
X
f(x) = e72(mx? + px)
soit une solution de (E').

b. Soit g une fonction définie et dérivable sur R. Montrer que g est solution de (E") si et seulement si
g — f estsolution de (E).
Résoudre I'équation (E").
3) Etudier les variations de la fonction h définie sur R par
1 x
h(x) = 7€ 2(x? + 2x)
4) Déterminer les limites en +0 et en —co de h.
5) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (0;7; ), on note C la courbe représentative de la fonction h
X
et I celle de la fonction x + e z.

a. Etudier les positions relatives de C etde I'.
b. Tracer ces deux courbes sur un méme graphique.
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Exercice 19 corrigé disponible
1) Onsuppose connu le résultat suivant : la fonction x — e* est I'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que
¢’ = ¢ et p(0) = 1. On considére un réel a.
a. Montrer que la fonction f: x — e®* définie sur R est solution de I'équation différentielle y' = ay.
b. On considére une fonction g solution de I'équation différentielle y" = ay et on note h la fonction
définie sur R par h(x) = g(x)e™%*. Montrer que h est constante.
c. Endéduire I'ensemble des solutions de y’ = ay.
2) On considére I'équation différentielle (E) : y' = 2y + cos x.
a. Déterminer les réels a et b pour que la fonction f;, définie sur R par fy(x) = acosx + b sinx soit
solution de (I7).
b. Résoudre I'équation différentielle (Ep) : y' = 2y.
c. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f — f; est solution de (Ep).
d. Endéduire les solutions de (E).

e. Déterminer la solution k de (E) vérifiant k G) =0.

Exercice 20 corrigé disponible

On considére les deux équations différentielles définies sur ]— ;—r; g[ :

(E) y'+(1+tanx)y = cosx
Déterminer les solutions de (Ey).

() y'+y=1
1)

2) On considére deux fonctions f et g dérivables sur ]—%; g[ telles que f(x) = g(x) cosx .

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de (Ej).
3) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0.

Exercice 21
On considere I’équation différentielle J; +y=x (E).

3

Démontrer que la fonction f'définie sur R par f(x) =x —x? +§x —% est une solution particuli¢re de (E).

On considére I"équation différentielle y'+5y =9¢ > (E).

Démontrer que la fonction f définie sur R par f° (x) =3¢ est une solution particuliére de (E).

Résoudre I’équation différentielle y'=3y.
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E Résoudre 1’équation différentielle 2y'=—y.
@ Résoudre I’équation différentielle 2y'=5y .

IEI Déterminer la solution f de I'équation différentielle y'+2y =0 telle que f(0)=1.

Déterminer la solution f'de I’équation différentielle y'=7y telle que f° (l) =ic:

Exercice 22
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y¥ =3y 4) y+3y' =2
2) y+2y=0 5 2y+3y'—1=0
)y =2y+1 6) 2y =y—1

Exercice 23

Résoudre les équations différentielles proposées avec la condition initiale propo-
sée :

1) y=-5y avecf(-2)=1

2) y+2y' =0 avec f/(-2) = %

Exercice 24
Soit I'équation différentielle (E) : ' + 3y = ¢**.
2%

ae

1) Déterminer le réel a tel que la fonction p définie sur R par p(x)
une solution particuliere de (E).

2) Résoudre sur R I'équation (E).

3) Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 1.
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Exercice 25 corrigé disponible Exercice 28

N . . . On consideére deux fonctions f et F définies sur I.
Donner une primitive sur 'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

3 Dans chaque cas, montrer que F est une primitive de fsur I.
L f(x):X_4 I=]4 ; +oo| 1 F(x)=(x—1)(—x+4] f(x)=—2x+5 I-R
In(x| 2. Flx)=(dx+1)e™  flx)=(-8x2—2x+4]e™ IR
2 flx)= I=]0 ; +oof 3x+1 -16
X 3. Flx)= flx)= . =R \ {5}
_sinxcosx _ _ X=5 (x—5]
> f(X)_coszx+1 [=l=minl ( ) 5 ( ) ] 2 [
4. Flx)= =5x+2 I=]- % ;4w
_ 1 nT.m 25 x+2 flx X 5
4. f(x)=tanx I=]- 5 5[
_16x+4 —
5. f(X)——4X2+2x+1 I= R Exercice 29

Donner une primitive sur 'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

1 5 15 3,3 .1

1. f(X):EX —7X +;X+E I=R
Exercice 26 corrigé disponible 343 1
Soit f{x)=cos’x 2. f(X)ZW 12]5 ; +oo|
1. Montrer que pour tout x R ona f {x)=cosx—cosxsin’x . X Tex )
T 3. f(x):(2x+1)(x +x—7) I=R
2. En déduire la primitive F telle que_ F(E):O . 4. f(x)=(3x-1f I1=R
4 1
5. f(x)]=——— I=]= ; +o|
(2x—1)* 2
Exercice 27 corrigé disponible 6. f(x):6xe"2+1 [-R
On considere la fonction f'définie par :
_ 2x—7
flx)=—="—— .
X"=2x—3 Exercice 30

Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout x élément de I’ensemble de f:

2x—2 a b

Donner une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

— - 2
flx)= + + 1. f(x):sm(x)cos (x) I1=R
29y +1 x—3
X —2x—-3 X X
. o . g 2. f(x)=4cos(2x+1) I-R
En déduire une primitive F de la fonction f sur I’intervalle ]3 ;+oo][. .
_sinx .onm.m
3. flx)==; I_]_E’E[
COoS X
. 4
4. f(x)zcosxsm X 1=R
s 2
5. f(x):sm X =R
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Exercice 31

1) Déterminer une primitive pour les fonctions suivantes sur I'intervalle I proposé. On
indiquera clairement la forme utilisée pour déterminer la primitive.

2e*
a)f(x):ex+3. I=R
5 1
b) gx) = o1y I‘]E’“"[
c) h(x):élnx , [=]0;+4c0
- 1 " AAFr . . = 1
2) Soit la fonction [ deéfinie sur |1 ; +0;>[ par : f(.‘l;] ===

a) Montrer que : f(x) = _i & 2(x—1) + 2(x+ 1)

b) En déduire une primitive de f sur ]1 ; +oof

Exercice 32
Soit (E) 'équation différentielle sur R :
y =2y — 3y

On cherche une solution de (E) sur R telle que :

u(0) = i

1. Soit u une solution de (E) sur R qui ne s’annule pas sur R.

On définit la fonction v sur R par v = —.
u

Démontrer 1'équivalence des deux affirmations suivantes :
: : 1
(i) u est solution de (E) et u(0) = 1

(ii)v est solution de (E') : y' = =2y + 3 et v(0) = 4.
2. Résoudre (E') et déterminer v.

3. En déduire la résolution de (E) et la fonction u.
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